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EMIL PANEK!

LSILNY” EFEKT MAGISTRALI
W MODELU NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

1. WSTEP

Ponad p6t wieku temu P. A. Samuelson sformutowat hipoteze o zbieznosci (w dtu-
gich okresach czasu) optymalnych Sciezek wzrostu gospodarczego do pewnej ,,wzor-
cowej” Sciezki (magistrali) charakteryzujacej gospodarke w tzw. rownowadze dyna-
micznej (rownowadze von Neumanna), na ktorej gospodarka osigga maksymalne,
rownomierne tempo wzrostu’. Badania w tym kierunku podjeli ekonomiéci mate-
matyczni na caltym $wiecie, a ich efektem jest dzisiaj teoria magistral, z bogata lista
twierdzen (o magistralach: produkcyjnych, konsumpcyjnych, kapitalowych) w roz-
nych modelach dynamiki ekonomicznej — gtownie typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa.
Modele te odznaczaja si¢ swoistg elegancja matematyczng. Z drugiej strony, cecha
charakterystyczng wigkszosci z nich, ktéorg mozna jednoczesnie uzna¢ za pewna sta-
bos$¢, jest ich stacjonarno$c.

Artykul nawigzuje bezposrednio do pracy Panek (2013a), w ktorej udowodniono
tzw. ,,stabe” oraz ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a ze zmienng technologia, zbiezng do pewnej technologii granicznej. W teorii
magistral — w literaturze poswigconej efektowi magistrali w modelach stacjonarnych
gospodarek typu input-output z niezmienng (stalg w czasie) technologia — znana jest
trzecia tzw. ,,silna” wersja twierdzen o magistrali. Wersje takiego twierdzenia w przy-
padku stacjonarnej gospodarki Gale’a przedstawiono w artykutach Panek (2013b,
2015). Implementujgc zastosowang tam technike dowodzenia ponizej prezentujemy
dowdd ,,silnego” twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze
zmienng technologia, zmierzajaca z czasem do pewnej technologii granicznej. Pod
tym wzgledem artykut rézni si¢ od innych znanych autorowi prac z teorii magistral’.

! Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 Por. Samuelson (1960), McKenzie (1998).
3 Zob. m.in. Jensen (2012), Khan, Piazza (2011), Majumdar (2009), McKenzie (2005, 1976), Makarov,
Rubinov (1977), Nikaido (1968, rozdz. 4), a takze obszerng bibliografi¢ w pracy Panek (2011).
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Model niestacjonarnej gospodarki Gale’a z graniczng technologia, ktorym zaj-
mujemy si¢ dalej, zostat szczegdtowo przedstawiony w pracy Panek (2013a). Przez
t oznaczamy skokowa zmienng czasu, ¢t = 0,1,.... W gospodarce mamy n towaréw
(zuzywanych i/lub wytwarzanych). Przez x(t) = (x1 (1), x, (1), ...,xn(t)) = 0 ozna-
czamy wektor towaréw zuzywanych w okresie ¢ (wektor naktadéw lub wektor zuzycia
produkcyjnego), przez y(t) = (y1(£), v, (o), ...,yn(t)) = 0 wektor towaréw wytwa-
rzanych w gospodarce w tym okresie (wektor wynikow lub wektor produkcji). Jezeli
w gospodarce z wektora naktadéw x(f) mozna wytworzy¢ wektor produkcji y(¢) to
o parze (x(t),y(t)) méwimy, ze w okresie ¢ opisuje technologicznie dopuszczalny
proces produkcji. Przez Z(t) € R3™ oznaczamy zbi6ér wszystkich technologicznie
dopuszczalnych proceséw produkcji* w okresie #, ¢ = 0,1,... . Zapis (x,y) € Z(t) (lub
(x(t),y(t)) € Z(t)) oznacza, ze w okresie ¢t w gospodarce z (wektora) naktadéw x
mozliwe jest wytworzenie (wektora) produkcji y. Zbidr Z(f) nazywamy przestrzenig
produkcyjng gospodarki w okresie ¢. Przestrzenie produkcyjne Z(t),t = 0,1, ..., spet-
niajg nastepujgce warunki’:

(Gl) V(xlryl). (xz;yz) € Z(t) VAIIAZ = 0 (/11(751'}’1) + Az(leyz) € Z(t))

(warunek proporcjonalnosci naktadow 1 wynikow oraz addytywnos$ci procesow pro-
dukcyjnych).

G V(x,y)EZW) (x=0=>y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci”).

(G) V(x,y) €Z(t)Vx' ZxVO0=y Sy ((x,y) € Z(®)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow i/lub wynikéw).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(¢) sa zbiorami domknietymi w R3™.

(G5 Z(t) € Z(t+ 1) € -+ € Z i Zjest takim najmniejszym zbiorem domknietym
w R2" zawierajacym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(7), ze jezeli (x, y) € Z oraz
x =0, to y = 0 (tj. zachodzi warunek (G2)).

Przestrzenie produkcyjne Z(f) spelniajagce warunki (G1)—(G4) nazywamy
gale’owskimi. Zbiér Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng. Zapis (x, y) € Z

4 Dopuszczalnych w $wietle technologii jaka dysponuje gospodarka w okresie .

5 Przestrzenie produkcyjne Z(f) spehiajace warunki (G1)—(G4) s stozkami domknietymi w R*”
z wierzchotkami w 0. Z ich interpretacja ekonomiczng mozna zapozna¢ si¢ w pracach Panek (2003,
rozdz. 5, 2013a).
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oznacza, ze graniczna technologia (ktérej ucielesnieniem jest graniczna przestrzen
produkcyjna Z) umozliwia wytworzenie wektora produkcji y z wektora naktadow x.
Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi spelniajgcymi warunki (G1)—(G5) nazy-
wamy niestacjonarng gospodarkag Gale’a z graniczng technologig.

o Twierdzenie 1
Graniczna przestrzen produkcyjna Z (spetniajaca warunek (G5)) jest gale’owska,
tj. spetnia warunki (G1)—(G4).

Dowdd. Pokazemy, ze graniczna przestrzen produkcyjna spetnia warunki (G1), (G3).
Wezmy dowolne dwa procesy (x', y"), (x%, %) € Z oraz dowolne liczby 1!, 1% > 0. Zgodnie
z definicja zbioru Z istniejg ciagi procesow (x1(£), (1)), (x2(6),y%(1)) € Z(¢),
t =0,1,..., zbiezne (odpowiednio) do (x', y"), (x2, y?). Jednocze$nie (X(t),y(t)) =
=2, (x2(0), 71 () + A,(x2(1), y2(©)) € Z(t), czyli lim,(x(2),y(1)) = A, (x", y*) +
+ A,(x?,v?) € Z. Tym samym spelniony jest warunek (G1).

Podobnie, jezeli (x, y) € Z, to istnieje ciag procesow (x(t),y(t)) € Z(t),
t=0,1,..., zbiezny do (x, y). Niech x' 2 x,0=y' =y, %(t) = x(t) + x' — x oraz
y(t) = max{0,y(t) + y' — y} = (max{0,y,(t) + y; — y1}, ..., max{0, ¥, (t) + y — ¥ }).
Wowezas %(t) 2 x(t), 0 = (6) = y(0), (%(t), §(1)) € Z(t) oraz lim(X(t),7(t)) =
= (x',y") € Z (gdyz przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknigtym w R2™)
i speliony jest warunek (G3).

Warunki (G2), (G4) sa spetnione na mocy zatozenia. |

3. ROWNOWAGA VON NEUMANNA W GOSPODARCE GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Ustalmy okres czasu ¢ i wezmy dowolny proces (x, y) € Z(f) \ {0}. Wtedy, w mysl
(G2) x # 0, zatem istnieje nieujemna liczba a(x,y) = max{a| ax = y}, ktorg nazy-
wamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x, y). Analogicznie defi-
niujemy wskaznik technologicznej efektywnosci nietrywialnego (niezerowego) procesu
(x,y) e Z\ {0}.

o Twierdzenie 2
Przy zatozeniach (G1)—(GS5):
(i) funkcja o (+) jest ciagha i dodatnio jednorodna na (odpowiednio) Z(¢) \ {0} oraz
Z\ {0},
(i) istnieja takie procesy (%(t), y(t)) € Z(t), (x,y) € Z oraz takie liczby o, oy, Z€

Qp e = MAX(xy)ezr) A(X,Y) = a(f(t),j_/(t)), t=0,1, ...,
(xy)#0

Ay = maX(x,y)GZ a(xl Y) = a(f' 37)7
(x,y)#0
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(111) aM'o S aM,l S A S aM,
(iv) lim; ay e = ay.

Dowod (i), (ii), (iii) zob. Panek (2003, tw. 5.2) oraz Panek (2013a, tw. 2). W celu
udowodnienia (iv) zauwazmy, ze cigg {aM,t}:O:O jest monotonicznie rosngcy i ograni-

czony, wigc istnieje limy ay , = @ < ay,. Zatézmy, Ze @ < a,,. WoOwczas
Vt (ape < Qppgr o S @ < ayy). (1)

W mysl (GS) 3{(x(0), y(©)}_ vt (x(6), y(1)) € Z(6) A (lim(x(6), ¥(1)) = (%,7)).
Funkcja a(+) jest ciagta, wigc

Ve > 0 3t, (t >t > ay = a(x(t),y(t)) > ay — e) .
Biorac € = ay; — @ > 0 dostajemy:
Ay = a(x(t),y(t)) >a dat=>t,,
co przeczy (1). |

Liczby @y, o) nazywamy optymalnymi wskaznikami technologicznej efek-
tywnosci produkcji (odpowiednio) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢
oraz w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig. Podobnie pro-
cesy (x(t),¥(t)), (%, %) nazywamy optymalnymi procesami produkeji (odpowiednio)
w gospodarce w okresie ¢ oraz w gospodarce z graniczng technologia. Procesy te sa
okreslone z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez dowolng liczbe dodatnig).

Dodatkowo zakladamy, Zze graniczna przestrzen produkcyjna spetnia nastgpujacy
warunek, znany w teorii magistral jako tzw. warunek regularnosci:

(G6) A(x, V) € Z(a(x,y) = ay Ay >0).

Gospodarke spelniajacg ten warunek nazywamy granicznie regularng. Proces
(%,y) € Z nazywamy granicznym optymalnym procesem produkcji. Nietrudno zauwa-
zy¢, ze wobec (G3) w granicznie regularnej gospodarce Gale’a

A(x,y) € Z(a(x,y) = ayx =y > 0). 2

Mowiac o granicznym optymalnym procesie produkcji wszedzie dalej mamy

y apx X

Iyl lMemxll x|

na mysli proces (X,y) € Z majacy wlasnos¢ (2). O wektorze § =
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moéwimy, ze charakteryzuje strukture produkcji (oraz nakladéw) w granicznie opty-
malnym procesie (%,¥) € Z (tutaj i dalej: IlxIl = XiZ11x;]). Potprosta

N = {A5] 1 > 0}

nazywamy magistralg produkcyjng lub promieniem von Neumanna w niestacjonarnej
gospodarce zbieznej do technologii graniczne;.

Niech p = (py, p2, .., Pn) = 0 oznacza wektor cen towarow w gospodarce.
Woéwezas (p, x) = Y.i=, p; x; przedstawia wartos¢ naktadow, a (p,y) = X1-, p; y; war-
tos¢ produkcji w procesie (x, y). Liczbg

= oy
ply.p) =0

gdzie (p,x) # 0, nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (x, y)
przy cenach p. Jezeli gospodarka Gale’a jest granicznie regularna, to

=20V (x,y) € Z(B(x,y,P) < an) 3)

(wszedzie tam gdzie (p,x) # 0) oraz

,B(JE,}_/, ﬁ) = max(x,y)ez .B(ny' ﬁ) = a(f')_’) =ay >0
(x,y)#0

(zob. np. Panek, 2003, tw. 5.3). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna
w gospodarce Gale’a z graniczng technologig. O trojce {ay, (X,¥), P} mowimy, ze

charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a z graniczng technologia w rowno-

wadze von Neumanna®.

Ponizszy warunek zapewnia jednoznaczno$é magistrali produkcyjnej’:

(G7) V(x,y) € Z\{0}(x € N = B(x,y,P) < an).

Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

® W réwnowadze takiej dochodzi do zréwnania efektywnosci ekonomicznej produkcji z jej efek-

tywnoscig technologiczng na najwyzszym poziomie, jaki przy cenach von Neumanna moze osiggnac
niestacjonarna gospodarka z graniczng technologia.

7 Warunek ten mowi, ze efektywno$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu poza magistralg jest
nizsza od optymalnej. Mozna go ostabi¢, co prowadzi do zastgpienia promienia von Neumanna — potprostej
w RT, — wiagzka promieni (magistral). Rosnie wowczas ztozono$¢ modelu.
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o Twierdzenie 3
W granicznie regularnej gospodarce Gale’a speniajacej warunek (G7) magistrala
produkcyjna N jest okreslona jednoznacznie.

Dowéd. Zalozmy, ze istniejg dwie magistrale:
N = {A5]2 > 0}, N’ = {A5'|1 > 0}.
Wowcezas NN N' = @ oraz:
A%y €Z (TEN, = =5AF = ay® >0),

So=FAY = ay® > 0).

I(x,y)ez (x EN/,

B(x, y,p)—,——ﬁ(x y', p)— b7 = ay.

x')

'G I

Poniewaz X' € N', wiec X' € N. Wtedy z(G7) wynika, ze B(x’,y',p) < ay. Otrzymana
sprzecznos¢ zamyka dowad. |

4. DYNAMIKA. TRZY TWIERDZENIA O MAGISTRALI

Ustalmy zbior okresow czasu 7= {0, 1, ..., #;}, t; < +oo. Nazywamy go horyzon-
tem (funkcjonowania) gospodarki. Okres koncowy #; wyznacza dtugo$¢ horyzontu 7.
Wezmy cigg procesow (x(t), y(t)) €Z(t),t=0,1, ..., t. Gospodarka jest zamknigta
w tym sensie, ze naktady w (kolejnym) okresie ¢ +1 moga pochodzi¢ w niej tylko
z produkcji wytworzonej w (poprzednim) okresie ¢:

x(t+1)=y(),t=0,1, ..., -1
W swietle (G3) prowadzi to do warunku:
(y@®),yt+1)€Z®), t=0,1, ..., 4 — L 4)
Niech )° bedzie ustalonym poczatkowym wektorem produkcji:
y(0) =y° > 0. 6))
O ciggu wektoréw produkcji {y(t)}?:o spetniajgcym warunki (4), (5) méwimy, ze

opisuje (tworzy) (3°, ¢;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a z graniczng technologia. Przy przyjetych zatozeniach, dla dowolnego
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poczatkowego wektora y° > 0 oraz dowolnej dtugosci horyzontu T istnieja (3°, #;) —
dopuszczalne procesy wzrostu.

Postawmy nastepujace zadanie maksymalizacji wartosci produkcji mierzonej
w cenach von Neumanna, wytworzonej w ostatnim okresie ¢, horyzontu T%:

max (p, y(t1))
p.w. (4), (5) (6)
(wektor 1 ustalony).

Zadanie to ma rozwigzanie, ktore oznaczamy przez {y*(t)}ilzg i nazywamy (y°, t;,P)
— optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng
technologia’.

We wszystkich twierdzeniach o magistrali prezentowanych dalej wazny jest naste-
pujacy warunek mowigcy o mozliwosci dojécia gospodarki do magistrali'”:

(G8) Istnigje taki (y°, & + 1) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}itl, { < t;, ze
a(ﬁ ®,y(&+ 1)) = ay.

0 Twierdzenie 4 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia spetnia warunki
(G1)-(G8), to Ve > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow, w ktérych
y* (&)
lly*(@®ll

struktura produkcji s*(t) = w (y°t,;,p) — optymalnym procesie wzrostu

{y*(t)}il=0 spetnia warunek
lIs*(©) =35l = e
nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu 7.
Dowéd, Panek (2013a, tw. 4). ]

»Stabe” twierdzenie o magistrali glosi, ze optymalne procesy wzrostu ,,prawie
zawsze”, za wyjatkiem co najwyzej pewnej — niezaleznej od dhugosci horyzontu 7" —

8 Jest to, innymi stowy, zadanie wyboru z wigzki wszystkich (3°, ¢;) — dopuszczalnych procesow
wzrostu takiego procesu, ktory w koncowym okresie #; prowadzi do maksymalnej wartosci produkcji
(mierzonej w cenach von Neumanna).

% Zob. Panek (2003 rozdz. 5, tw. 5.7), ktére wprawdzie odnosi si¢ do stacjonarnej gospodarki
Gale’a ze stalg technologia, Z(f) = Z, t = 0, 1, ..., ale przytoczony tam dowdd w pehi stosuje si¢ takze
do niestacjonarnej gospodarki ze zmienng technologia.

10 W twierdzeniu 5 warunek ten spetnia proces optymalny.
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skonczonej liczby okresow, przebiegaja dowolnie blisko (w sensie odlegtosci katowej)
magistrali, ktora wyznacza graniczna technologia. Na samej magistrali gospodarka
osigga najwyzsze tempo wzrostu.

Szczegblng sytuacje mamy, gdy proces optymalny w pewnym okresie dociera do
magistrali, o czym mowi kolejne twierdzenie.

0 Twierdzenie 5 (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali)

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajacej warunki (G1)—(G8)
(v°, t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o w pewnym okresie { < t; pro-
wadzi do magistrali N, tj. spelnia warunek a(y* (£),y"(f + 1)) = ay, to

vte{t+1,..,t; — 1}(y*(t) €N).
Dowéd, Panek (2013a, tw. 5). |

Zgodnie z tym twierdzeniem, jezeli proces optymalny w pewnym okresie osigga
magistrale, to pozostaje na niej wszedzie dalej, za wyjatkiem co najwyzej ostatniego
okresu horyzontu 7.

W nastepnym ,,silnym” twierdzeniu o magistrali (twierdzenie 6) pokazujemy, ze
nawet gdy optymalny proces wzrostu nie dociera do magistrali, jego ,,wytracenie”
poza ¢ — otoczenie magistrali moze mie¢ miejsce tylko na poczatku i/lub pod koniec
horyzontu 7, niezaleznie od jego dtugosci (niezaleznie od ¢,). Przy dowodzie wazng
role gra warunek (G9), ktory sformutujemy za chwile, oraz nastepujacy lemat.

0 Lemat 1
Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G8), to

Vs €S,,(1)3a(s) € (0,11 VS € (0,ay) 3" >0
(IIs =5l < & = (s,0(s)ays) € V(1) Aa(s, a(s)ays) = ay —6),
gdzie: S,,(1) = fx > 0] llxll = 1} oraz V(1) = {(x,y) € 2| [lx|| = 1}.
Dowod, Panek (2015, lemat 1). |

Lemat glosi, ze jesli struktura naktadow s = ”x—” w procesie (x, y) € Z jest dosta-
X

tecznie bliska struktury produkcji S na magistrali N, to z nakladéw tych mozna
wytworzy¢ produkcje z (technologiczng) efektywnoscig dowolnie bliska optymalnej
efektywnosci ay,.

W celu sformutowania warunku (G9) ustalmy liczbe ¢ > 0 i utwoérzmy zbior

Z(g) = {(x,y) € Z| H”i—”— §H > s}.
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Przy przyjetych zalozeniach Z(¢) jest zbiorem zwartym, a funkcja B(-, p) nieujemna
i ciagta na Z(¢) oraz

Ve >0 Hb(g) = max(x,y)EZ(s) .B(x;y ’ 79) < ayms

(zob. Panek, 2003, lemat 5.2), czyli biorac &(¢) = ay, — b(¢) mamy:

Ve > 036(e) € (0,ay] V(x,y) € Z(s)(ﬁ(x,y , D) < ay — 5(5)). (7

Funkcja b(-) jest nieujemna i nierosngca na obszarze okreslonosci oraz b(e) — ay,
przy ¢ — 0, zatem a,, > d(¢) — 0 przy ¢ — 0. Podobnie jak w artykule Panek (2013b)
zakladamy, ze:

(GY9) Funkcja b(-) maleje (rownowaznie b(-) = a,, — b(*) ros$nie) na obszarze
okresélonosci'l.

0 Twierdzenie 6 (,,Silne” twierdzenie o magistrali)

Wezmy dowolny (y°,¢t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}il:0 (rozwiaza-
nie zadania (6). Jezeli zachodza warunki (G1)—(G9), to Ve > 0 istnieje taka liczba
naturalna &, ze

vt, >t +2kvte{{+ki+k+1, ...t —k}(””z*ggn —§|| < s).
Dowdod!2. Wybierzmy dowolna liczbg ¢ > 0. Odpowiada jej liczba () € (0, ay]
spetniajaca warunek (7). Wezmy liczbe & € (0,5 (¢)) oraz liczbe €' € (0, €) z lematu,
spetniajaca warunek U,/ (5) = {s € R"|||s — 3|| < &'} c R}, (taka liczba istnieje,
gdyz § > 0).

Zgodnie ze ,,stabym” twierdzeniem o magistrali, istnieje taka liczba naturalna k,/,
ze jezeli t; > k.1, to

y () = ’
”ny*(t)n | < ®)
||§:Egu W (8) jest
oczywiscie dodatni. Niech t; > ¢ + 2k,, oraz 7, >t bedzie pierwszym (po i), a 7,

ostatnim okresem horyzontu 7, w ktérym zachodzi warunek (8). Zgodnie z lematem

co najmniej raz w horyzoncie 7 = {0, 1, ..., #;}. Wektor s*(t) =

y*(t1) * — . .
(—”y*(m”,G OlMS) € V(1), lub inaczej
v (t), potays) € Z, )
¥ (1)

gdzic 0" = a(s"(ry), s°(z,) = >0, p=lly* @Il > 0,1, > £.

ly*(zOll
I Efektywno$¢ ekonomiczna procesu produkcji maleje w miare jak struktura naktadéw odbiega w nim

od optymalnej. Warunek ten zachodzi np. gdy przestrzen produkcyjna Z jest stozkiem silnie wypuklym.
12 Dowdd wzorowany na dowodzie twierdzenia 3 w pracy Panek (2015).
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W mysl (G8) istnieje taki (y°, £ + 1) — dopuszczalny proces wzrostu {y(¢)}i£d, £ < ty,
ze Yy €N oraz a(y (), y({E+1)) = ay, czyli ayy(@ =¥+ 1). Poniewaz
(O, yE+ 1)) €Z({E+1) S S Z oraz T, = t+1, wicc
GO, any®)€ezZE+ 1) cZ(t)) € Z(x; +1) .. € Z,
czyli
G ays)ezZ(ry) € Z(t;+1)...€ Z,

gdzie § = II;:]E;;II (gdyz y(f) € N). Stad oraz z (9) wynika, ze proces {y(t)}ilzo postaci:

S0 = y*(t), t=0.1,..,17
y - po‘*a;l_ﬁg’ t = T, + 1’ ""tl

jest 30, t,) — dopuszczalny. Z definicji optymalnego procesu {y*(t)}:lzo otrzymujemy:
By (t)) 2 (B,7(8)) = pa*ay; " (p,5) > 0. (10)

Niech k' bedzie liczba okresow migdzy 7; 1 75, w ktdrych

y@©o 5‘
ly* @l

Pokazemy, ze k' = 0. Z (3), (4), (7) otrzymujemy:

> E.

_ S k' .
By (t)) < (an = 8(N) " Payp ™ (ay — 6©) By (@) (1)
Laczac (10), (11) dochodzimy do nieréwnosci
(s = 6(N)" ™ (aw = 85(0))" Py (1)) = poay M5 > 0.

czyli:

ay — 5\ ay  \ pot(p,3)
< Ay ) = (aM - 5(5')) (P, y*(11)) >0

Zwazywszy ze s*(11) = ”z 23” > 0, nierowno$¢ t¢ mozna zapisac inaczej tak:
i
aM—a(e))" S ( a )fl‘fz " (p3)
> 0. 12
( am ~ \am-68(") (p.s™(t1)) (12)

Zgodnie z lematem a = a(s*(11), 0" ayS) = ay — 6, wigc a s*(11) < 0 ays, czyli
(ay — 8)s*(1y) < o*ays. Wtedy o*ay(p,5) = (ay — 6){p,s*(t1)) > 0 lub inacze;j:



., Silny” efekt magistrali w modelu niestacjonarnej gospodarki Gale’a z graniczng technologiq 119

(p,s*(t1)) —  am
Stad oraz z (12) otrzymujemy:
(atM—S(s))k’ - ( an )tl_TZ a5 _ o (13)

am apy—6(") ay

Poniewaz 0 < §(e') < 8(¢) < ay (gdyz €' < € i funkcja J(+) jest rosngca, zob.
(GY) oraz 0 € (0, d(¢)) 1 t; = 1, z (13) dostajemy:

(aM—a(e))k' - ( ay )fl‘fz aw=0@) o

ap apy—8(e") ay

czyli:

(2@

ay

Jedyng nieujemng liczba catkowitg spetniajaca ten warunek jest k' = 0. W charakterze
liczby k, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, mozemy przyja¢ k = k,r. [

5. UWAGI KONCOWE

Udowodnione ,,stabe” oraz ,,silne” twierdzenie o magistrali (twierdzenia 4, 6)
pozostaja prawdziwe takze bez zalozenia (G8), gdy warunek poczatkowy (5) zasta-
pimy silniejszym warunkiem:

y(0)=y°>0 (57

oraz zatozymy, ze graniczny optymalny proces produkcji (X,y) € Z spetnia nie tylko
postulat regularnosci, ale jest takze dopuszczalnym procesem w gospodarce Gale’a
we wszystkich okresach czasur =0, 1, ..., czyli

vt > 0((x, ) € Z(t)).

Latwo pokazaé, ze przy takich zalozeniach warunek (G8) jest spetniony dla £ = 1.
W twierdzeniu 2(iii) zachodzi wtedy oczywiscie silniejszy warunek: Vt > O(aM,t = aM).

Wartoscia dodana twierdzenia 6 jest fakt, ze przy jego dowodzie nie wymaga si¢
stacjonarnosci gospodarki. Natomiast staboscig jest przyjeta, trudna do zweryfikowa-
nia, hipoteza o zbieznos$ci technologii produkcji (przy ¢ — +o0) do pewnej technologii
granicznej. Stwarza to interesujace pole dla dalszych badan.
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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU NIESTACJONARNEJ GOSPODARKI GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA

Streszczenie

W nawigzaniu do pracy Panek (2013a) prezentujemy dowod ,,silnego” twierdzenia o magistrali
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze zmienng technologia zbiezng do pewnej technologii granicz-
nej. Przy dowodzie twierdzenia istotng role gra zalozenie, Ze technologiczna efektywnos$¢ produkcji
w gospodarce maleje w miare jak struktura produkcji odbiega w niej od struktury optymalne;.

Artykul wpisuje si¢ w nurt nielicznych prac z ekonomii matematycznej zawierajacych dowody
twierdzen o magistrali w dynamicznych modelach niestacjonarnych gospodarek typu Neumanna-Gale’a.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologia, ceny von Neumanna,
magistrala produkcyjna
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“STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY
WITH LIMIT TECHNOLOGY

Abstract

This article, in reference to Panek (2013a) presents proof of the “strong” turnpike theorem in
the non-stationary Gale economy with changeable technology convergent to some limit technology.
In the proof of the theorem assumption, that production processes efficiency in the economy is the lower
the more the investment/input structure in such processes differs the optimum, play significant roles.

The paper is part of trend of few works of mathematical economics containing proofs of the
turnpike theorems in the non-stationary dynamic Neumann-Gale economic models.

Keywords: non-stationary Gale-type economy with limit technology, von Neumann prices,
production turnpike






